
数列の公式･まとめ

公式の証明・原理等は、各自で教科書等で確認しておくこと

等差数列の一般項の公式

初項a、公差dの等差数列の一般項anは

an＝a＋(n－1)d

等差数列の和の公式

初項a、公差dの等差数列の
初項から第n項 (末項 l＝a＋(n－1)d ) までの和Snは (項数n )

Sn＝

等差数列をなす 3数 (等差中項)

3つの数p，q，rについて

p，q，rがこの順に等差数列をなす

⇔ p＝a－d，q＝a．r＝a＋d (公差d)

⇔ 2q＝p＋r q＝ (等差中項)

. [1] p，q，rが正の数のとき、qは、pと rの相加平均になる。

[2] p，q，rがこの順に公差dの等差数列をなす

⇔ r，q，pがこの順に公差－dの等差数列をなす

等比数列の一般項の公式

初項a、公比 rの等比数列の一般項anは

an＝arn－1

等比数列の和の公式

初項a、公比 rの等比数列の初項から第n項 (項数n ) までの和Snは

( Sn＝a＋ar＋ar2＋……＋arn－1 )

r≠1 のとき、Sn＝

r＝1 のとき、Sn＝na
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等比数列をなす 3数 (等比中項 )

3つの数a，b，cについて

a，b，cがこの順に等比数列をなす

⇔ a，b＝ar，c＝ar2 (公比 r)

⇔ b2＝a ( b＝± (等比中項 ) )

. [1] a，b，cが正の数のとき、bは、aと cの相乗平均になる。

[2] a，b，cがこの順に、公比 r (≠0)の等比数列をなす

⇔ c，b，aがこの順に、公比 の等比数列をなす

∑の性質

① (複号同順)

② (pは変数kに無関係な定数)

. ①，②より、p，qを変数kに無関係な定数として

累乗の和の公式

① ＝ 1＋2＋3＋……＋n＝ n(n＋1) 初項 1、末項n、項数n (公差1 )

の等差数列の和

② ＝ 12＋22＋32＋……＋n2＝ n(n＋1)(2n＋1)

③ ＝ 13＋23＋33＋……＋n3＝ ＝ n2(n＋1)2

④ ＝np (pは変数kに無関係な定数) 特に、 ＝n

⑤ r≠1 のとき

＝a＋ar＋ar2＋……＋arn－1＝

(初項a、公比 r、項数nの等比数列の和の公式)

＝ ＝a(1＋r＋r2＋……＋rn－1)
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階差数列から元の数列の一般項を求める公式

数列{an}の階差数列を{bn}とするとき ( bn＝an＋1－an (n＝1，2，3，…… ) )
n≧2 のとき

an＝a1＋(b1＋b2＋b3＋……＋bn－1)

＝a1＋

累乗の和公式 階差数列版 ( n→n－1 )

① ＝ (n－1){(n－1)＋1}＝ n(n－1)

② ＝ (n－1){(n－1)＋1}{2(n－1)＋1}＝ n(n－1)(2n－1)

③ ＝ ＝ n2(n－1)2

④ ＝(n－1)p (pは変数kに無関係な定数) 特に、 ＝n－1

⑤ r≠1 のとき

＝a＋ar＋ar2＋…fp…＋arn－2＝

(初項a、公比 r、項数 n－1 の等比数列の和の公式)

＝ ＝a(1＋r＋r2＋……＋rn－2)

和Snから一般項anを求める公式

数列{an}において、初項から第n項までの和をSnとすると
数列{an}の一般項anは

(n＝1 のとき) a1＝S1 (初項)

n≧2 のとき、 an＝Sn－Sn－1 (第2項以降)

n－1

k＝1

bk

1

2

n－1

k＝1

k

1

6

n－1

k＝1

k2

1

2
(n－1){(n－1)＋1}

2

＝
1

2
n(n－1)

2 1

4

n－1

k＝1

k3

n－1

k＝1

p
n－1

k＝1

1

n－1

k＝1

ark－1
a(1－rn－1)

1－r
＝

a(rn－1－1)

r－1

1

2

1

6

a
n－1

k＝1

rk－1

a1 a2 a3 an－1 an an＋1

＋b1 ＋b2 ＋bn－1 ＋bn

･･････

･････････

数列の公式･まとめ p.3



部分分数分解による分数型の数列の和

基本例

部分分数分解

(k＝1，2，3，……，n )
上記の部分分数分解を用いて

＝

＝

(等差数列)×(等比数列) の項の和

初項a、公差dの等差数列{an}：an＝a＋(n－1)d
初項b、公比 r (≠1)の等比数列{bn}：bn＝brn－1 に対して

和 Sn＝a1b1＋a2b2＋a3b3＋……＋anbn ＝

＝a･b＋(a＋d)･br＋(a＋2d)･br2＋……＋{a＋(n－1)d }･brn－1 は

Sn＝a･b＋(a＋d)･br＋(a＋2d)･br2＋……＋{a＋(n－1)d}･br
n－1

－) rSn＝ a･br＋ (a＋d)･br2＋……＋{a＋(n－2)d}･br
n－1＋{a＋(n－1)d}･br

n

(1－r)Sn＝a･b ＋d･br ＋d･br2＋……＋ d･br
n－1－{a＋(n－1)d}･br

n

(1－r)Sn＝ab＋dbr･ －{a＋(n－1)d}br
n

∴ Sn＝ (この形でもよい。)

＝

群数列

1つの数列を、初項から順に
第n群が、f(n)個 (n＝1，2，3，…… ) の項を含むように、群に分ける。

[ (第m群の第 l番目) → (第n項) ]
m≧2 のとき、n＝{f(1)＋f(2)＋f(3)＋……＋f(m－1)}＋l

( n＝(第(m－1)群までの項数)＋l )
[ (第n項) → (第m群の第 l番目) ]

① 第n項が第何群にあるかを求める。

第n項が第m群にあるとすると
m≧2 のとき

f(1)＋f(2)＋f(3)＋……＋f(m－1)＜n≦f(1)＋f(2)＋f(3)＋……＋f(m)

( (第(m－1)群までの項数)＜n≦(第m群までの項数) )
この不等式を満たす自然数mを求める。

② 第n項が第m群の第何番目であるかを求める。
第n項が第m群の第 l番目であるとすると
m≧2 のとき、l＝n－{f(1)＋f(2)＋f(3)＋……＋f(m－1)}

( l＝n－(第(m－1)群までの項数) )
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漸化式の解法 (数列の第n項(一般項)を求める ) の原理

次の①～③の 3つのいずれかの形になって、漸化式は解ける。

① 等差数列 (階差が一定 )

X1＝a，Xn＋1＝Xn＋d (n＝1，2，3，……)

⇒ 数列{Xn}は、初項a、公差dの等差数列

⇒ Xn＝a＋(n－1)d (等差数列の第n項(一般項))

② 等比数列

Y1＝a，Yn＋1＝ rYn (n＝1，2，3，……)

⇒ 数列{Yn}は、初項a、公比 rの等比数列

⇒ Yn＝arn－1 (等比数列の第n項(一般項))

③ 階差数列が分かる形

Z1＝a，Zn＋1＝Zn＋f(n) (n＝1，2，3，……)

⇒ 数列{Zn}の階差数列が、数列{f(n)} (数列{Zn}の初項はa )

⇒ n≧2 のとき、Zn＝a＋{f(1)＋f(2)＋f(3)＋……＋f(n－1)}

＝a＋ (第n項(一般項))

[1] 隣接 2項間の漸化式 an＋1＝pan＋q (p≠0，1，q≠0 ) の解法

《解法１》 [数列{an－α}を等比数列にする]

与式より、an＋1＝pan＋q … ①

α ＝pα＋q … ② (特性方程式) α＝

①－② an＋1－α＝p(an－α)

すなわち、数列{an－α}は、公比pの等比数列である。また、初項 a1－α
よって、an－α＝(a1－α)pn－1 ∴ an＝(a1－α)pn－1＋α

. この解法のポイントは、｢数列{an－α}が等比数列になるように定数αの
値を定める。｣ ということである。
与式より、an＋1－α＝pan＋q－α＝p(an－α)＋pα＋q－α
よって、α＝pα＋q ( (p－1)α＋q＝ 0 ) (特性方程式 ) となるように、
定数α(特性解)の値を定めればよい。

《解法２》 [階差数列の利用]

与式より、an＋2＝pan＋1＋q … ③
an＋1＝pan ＋q … ①

③－① an＋2－an＋1＝p(an＋1－an)
数列{an}の階差数列{bn}とすると (bn＝an＋1－an)
bn＋1＝pbn すなわち、数列{bn}は、公比pの等比数列である。
また、初項 b1＝a2－a1＝(pa1＋q)－a1

よって、bn＝b1pn－1

[1] n＝1 のとき、an＝a1

[2] n≧2 のとき、an＝a1＋

n－1
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[2] 隣接 2項間の漸化式 an＋1＝pan＋qrn (p≠0，1，q≠0) の解法

《解法１》 [[1]に帰着(rnを消去)]

与式の両辺を rn＋1で割ると、

bn＝ とおくと、b1＝ ，bn＋1＝

[1]の解法により、bnを求め、an(＝rnbn)を求める。

《解法２》 [階差数列が分かる形に帰着]

与式の両辺をpn＋1で割ると、

cn＝ とおくと、c1＝ ，cn＋1＝ cn＋

よって、数列{cn}の階差数列が、 である。(階差数列が分かる形)

この階差数列から、cnを求め、an(＝pncn)を求める。

[3] 隣接 3項間の漸化式 an＋2＋pan＋1＋qan＝ 0 (p≠0，q≠0 ) の解法

《解法》 [隣接 3項間の漸化式の基本変形]

与えられた漸化式より、特性方程式 t2＋pt＋q＝0 を作り、この方程式の解を
α，βとすると、解と係数の関係より、α＋β＝－p，αβ＝ q
よって、与式は、an＋2－(α＋β)an＋1＋αβan＝ 0

an＋2－αan＋1＝β(an＋1－αan) … ① と変形される。

( an＋2－βan＋1＝α(an＋1－βan) … ② )
すなわち、数列{an＋1－αan}は、公比βの等比数列である。
また、初項 a2－αa1

よって、an＋1－αan＝(a2－αa1)βn－1 … ①'

(②より、同様にして、an＋1－βan＝(a2－βa1)αn－1 … ②')
①'－②' から、anを求める。

. ①の変形のポイントは、｢数列{an＋1－αan}が等比数列になるように
定数αの値を定める。｣ ということである。この等比数列の公比をβとすれ
ば、an＋2－αan＋1＝β(an＋1－αan)

an＋2－(α＋β)an＋1＋αβan＝0
これを与式と比較すると、α＋β＝－p，αβ＝q となるα，βを求めれば
よい。この定数α，β(特性解)を求める 2次方程式が
特性方程式 t2＋pt＋q＝ 0 である。(解と係数の関係)

[4] 分数型の漸化式 an＋1＝ (p≠0，r≠0，s≠0，a1≠0 ) の解法

《解法》 [両辺の逆数をとって、[1] 隣接 2項間の漸化式に帰着]
まず、a1≠ 0 また、与式より、an≠ 0 ならば、an＋1≠ 0
よって、すべての自然数nに対して、an≠ 0 (数学的帰納法 )

与式で、両辺の逆数をとると、

とおくと、

[1]の解法により、bnを求め、an を求める。
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数学的帰納法

① 数学的帰納法

[1] 命題P(1)が成り立つ。(n＝1 のとき成り立つ。 )

[2] 任意の自然数kに対して (k＝1，2，3，…… )
｢命題P(k)が成り立つ｣ と仮定すれば、｢命題P(k＋1)が成り立つ｣

n＝k のとき成り立てば、n＝k＋1 のとき成り立つ。

( P(k) ⇒ P(k＋1) )
[1],[2]を証明すれば、命題P(n)はすべての自然数nに対して成り立つ。

② n≧m の帰納法

m以上の自然数nに関する命題P(n)について (mはある自然数)

[1] 命題P(m)が成り立つ。(n＝m のとき成り立つ。 )

[2] m以上の任意の自然数kに対して (k＝m，m＋1，m＋2，……)
｢命題P(k)が成り立つ｣ と仮定すれば、｢命題P(k＋1)が成り立つ｣

k≧m で n＝k のとき成り立てば、n＝k＋1 のとき成り立つ。

( k≧m とき、P(k) ⇒ P(k＋1) )
[1],[2]を証明すれば
命題P(n)はm以上のすべての自然数nに対して成り立つ。

③ 二段帰納法

自然数nに関する命題P(n)について

[1] 命題P(1)，P(2)が成り立つ。(n＝1，2 のとき成り立つ。 )

[2] 任意の自然数kに対して (k＝1，2，3，…… )
｢命題P(k)，P(k＋1)が成り立つ｣ と仮定すれば
｢命題P(k＋2)が成り立つ｣

n＝k，k＋1 のとき成り立てば、n＝k＋2 のとき成り立つ。

( P(k)，P(k＋1) ⇒ P(k＋2) )
[1],[2]を証明すれば、命題P(n)はすべての自然数nに対して成り立つ。

④ 多段帰納法

自然数nに関する命題P(n)について

[1] 命題P(1)が成り立つ。

[2] 任意の自然数kに対して、(k＝1，2，3，…… )
｢命題P(k)がk以下のすべての自然数に対して成り立つ｣ と仮定すれば
｢命題P(k＋1)が成り立つ｣

n＝1，2，3，……，k のとき成り立てば、n＝k＋1 のとき成り立つ。

( P(1)，P(2)，P(3)，……，P(k) ⇒ P(k＋1) )
[1],[2]を証明すれば、命題P(n)はすべての自然数nに対して成り立つ。
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